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Problema 1

1. Existen varias formas de abordar el problema. Se expone una a continuación.

A la cadena original del juego de la ruina agregamos un estado Inicio tal que con probabilidad 1 desde
este estado se pase al estado i y que desde los nodos terminales 0 y N con probabilidad 1 se pase a Inicio.
Luego, todos los estados de la nueva cadena conforman una única clase recurrente y positiva.

Sea mi el número esperado de peŕıodos que la cadena pasa en el estado i antes de retornar a Inicio.
Planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:
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Con un poco de desarrollo, se puede llegar a que:

mj = 2jm0 ∀1 ≤ j ≤ i



mj = 2(N − j)mN ∀i ≤ j ≤ N − 1

Pero además, notar que m0 + mN = 1, pues se pasa exactamente 1 vez por alguno de los estados 0 ó N
una vez que se sale de Inicio y se regresa a Inicio. De esta ecuación y de las dos anteriores evaluadas para
j = i, se concluye que:
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N

mN =
i

N

(resultado que también era obtenible considerando la probabilidad de ganar o perder).

Por último, calculamos el resultado que buscamos:
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2. Definimos el estado i como aquél en que hay i trabajos en el centro al inicio del d́ıa, i ∈ {0, 1, ..., N}.

Para calcular la probabilidad de transición entre dos estados cualesquiera condicionaremos sobre el
número de trabajos que se terminan.
Entonces, para j 6= N :

P (i, j) =
i∑

k=0

P (i, j|Se terminan k trabajos) · i!
k!(i− k)!

pk(1− p)i−k

Sin embargo;

P( i, j |Se terminan k trabajos) =P(lleguen j − i + k trabajos)

siempre y cuando j − i + k ≥ 0, entonces:

P (i, j) =
i∑

k=máx(i−j,0)

P (lleguen j − i + k trabajos) · i!
k!(i− k)!

pk(1− p)i−k

P (i, j) =
i∑

k=máx(i−j,0)

λj−i+ke−λ

(j − i + k)!
· i!
k!(i− k)!

pk(1− p)i−k



De la misma forma, si j = N , entonces:

P (i, j) =
i∑

k=0

P (lleguen al menos N − i + k trabajos) · i!
k!(i− k)!

pk(1− p)i−k

P (i, j) =
i∑

k=0

(
∞∑

z=N−i+k

λze−λ

z!
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La cadena es finita, todos los estados pertenecen a una misma clase, recurrente y aperiódica, por lo que
existirán probabilidades estacionarias.

3. De resultados de renovación aplicados a cadenas de Markov, sabemos que µii → 1
πi

. Como en este caso se
nos dice que µii = µ ∀i, podemos concluir en base al postulado de Fenix Rolland que las probabilidades
estacionarias debieran ser iguales. Como son N +1 estados en la cadena, se tiene que πi = 1

N+1 ∀i. Luego,
se esperaŕıa que:

µ = N + 1

Para probar la veracidad o falsedad del postulado, se podŕıa probar si ( 1
N+1 , ..., 1

N+1 ) cumple con Πt = Πt ·P
(lo que equivale a probar que la matriz de probabilidades de transición sea doblemente estocástica).

Luego, la relación entre λ y p para que sean consistentes con el postulado de Fenix Rolland es tal que:

1 =
N∑

j=0

P (j, i) ∀i

(en que los P (j, i) han sido definidos en la parte anterior). Hasta aqúı es suficiente para efectos de corrección.

Notar que se puede llegar a una relación expĺıcita entre λ y p, por ejemplo desde la ecuación para i = 0.

1 =
N∑

j=0

e−λpj

λ = −ln(
1∑N

j=0 pj
) = ln(

1− pN+1

1− p
)

Pero para las otras ecuaciones las expresiones que quedan son dif́ıciles de despejar expĺıcitamente y, de
hecho, las conclusiones obtenidas sobre el comportamiento en el largo plazo en base a lo que postula Fenix
Rolland, no conducen a una solución para el sistema que debieran resolver las probabiliades estacionarias y,
por lo tanto, está equivocado.

Problema 2

1. Los estados de la cadena deben incluir información sobre el stock de los dos Tipos de producto, de esta
forma, el inventario de la tienda se puede modelar como:

Es necesario notar que una persona desea comprar sólo el producto Tipo A con probabilidad PA(1 − PB)
y sólo el producto Tipo B con probabilidad PB(1− PA). Es claro que, al partir con un inventario total de
RA + 1 6 QA y RB + 1 6 QB unidades de productos de Tipo A y B respectivamente y junto con la poltica
de reposición (reponer hasta QA y QB) nunca se van a sobrepasar las Qi unidades de producto Tipo i. Por
esta razón la cadena es finita (tiene (QA +1)(QB +1) estados). Es claro además que todos los estados están
comunicados, por lo que la cadena admite probabilidades estacionarias.



Las ecuaciones que permiten calcular las probabilidades estacionarias son:

π0,0µ = π1,1λpApB + π1,0λpA(1− pB) + π0,1λ(1− pA)pB

πa,0(µ + λpA(1− pB)) = πa+1,1λpApB + πa+1,0λpA(1− pB) + πa,1λ(1− pA)pB 1 6 a 6 QA

π0,b(µ + λpB(1− pA)) = π1,b+1λpApB + π1,bλpA(1− pB) + π0,b+1λ(1− pA)pB 1 6 b 6 QB

πa,b(µ + λ(1− (1− pB)(1− pA))) = πa+1,b+1λpApB + πa+1,bλpA(1− pB) + πa,b+1λ(1− pA)pB a 6 RA ∨ b 6 RB

πa,b(λ(1− (1− pB)(1− pA))) = πa+1,b+1λpApB + πa+1,bλpA(1− pB) + πa,b+1λ(1− pA)pB a > RA ∧ b > RB

πa,b(λ(1− (1− pB)(1− pA))) = πQA,b+1λpB(1− pA) +
RA∑
k=0

πk,bµ a = QA, b > RB

πa,b(λ(1− (1− pB)(1− pA))) = πQA,b+1λpB(1− pA) a = QA, b 6 RB

πa,b(λ(1− (1− pB)(1− pA))) = πa+1,QB
λpA(1− pB) +

RB∑
k=0

πa,kµ a > RA, b = QB

πa,b(λ(1− (1− pB)(1− pA))) = πa+1,QB
λpA(1− pB) a 6 RA, b = QB

πa,b(λ(1− (1− pB)(1− pA))) =
RA∑
a=0

RB∑
b=0

πa,bµ +
RB∑
k=0

πQA,kµ +
RA∑
k=0

πk,QB
µ a = QA ∧ b = QB

1 =
QA∑
a=0

QB∑
b=0

πa,b

2. En este caso es necesario considerar los estados en que se hacen pedidos y considerar el costo de dicho
pedido (costo fijo y reposición de productos). De esta forma el valor pedido corresponde a:

µ

(
RA∑
a=0

RB∑
b=0

[CP + CA(QA − a) + CB(QB − b)] +
RA∑
a=0

QB∑
b=RB+1

[CP + CA(QA − a)] +
QA∑

a=RA+1

RB∑
b=0

[CP + CB(QB − b)]

)

3. En este caso se deben identifaicar, para cada Tipo de producto, los estados en que es posible venderlos
(existencia en stock) y las tasas efectivas de venta. En este último punto es importante notar que la inex-
istencia de producto Tipo B en inventario reduce la tasa de clientes que comprarán el producto Tipo A ya
que si alguien quiere comprar los dos tipos y falta B entonces tampoco comprará A.



De esta forma:

E[Ventas Tipo A] =
QA∑
a=1

λpA(1− pB)πa,0 +
QA∑
a=1

QB∑
b=1

λpAπa,b

E[Ventas Tipo B ] =
QB∑
b=1

λpB(1− pA)π0,b +
QA∑
a=1

QB∑
b=1

λpBπa,b

4. En esta parte sólo es necesario identificar el nivel de inventario de cada producto en cada estado, aśı:

E[Inventario Tipo A] =
QA∑
a=0

QB∑
b=0

aπa,b

E[Inventario Tipo B ] =
QA∑
a=0

QB∑
b=0

bπa,b

El inventario en esta situación puede ser modelado con la siguiente cadena (ya que los únicos cambios
posibles en el inventario son aumenta en una unidad el stock de ambos producto, o se reduce en una unidad
el stock de ambos producto):

Únicamente pueden salir clientes indignados de la tienda si llegan en el estado (0, 1). Luego:

E[Clientes indignados] = λπ0,1

Es fácil ver que:

πi,i+1 =
i∏

k=1

(µ

λ

)k

π0,1

Por lo que:

π0,1 +
∞∑

i=1

πi,i+1 =
∞∑

i=0

π0,1

(µ

λ

)i

= 1

⇒ π0,1 = 1− µ

λ
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